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Àííîòàöèÿ

Ñòàòüÿ ñîäåðæèò äâà îñíîâíûõ ðàçäåëà. Ïåðâûé èç íèõ (ï. 2) îòâå÷àåò íà âîï-
ðîñ î òîì, êàê ìîæíî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà, âêëþ-
÷èâ, â ÷àñòíîñòè, ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íàä äëèíàìè èñïîëüçóåìûõ ñëîâ è ñî-
õðàíèâ ïðè ýòîì îáú¸ì âû÷èñëåíèé â ïðåäåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ.
Îòâåòîì íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé
àëãîðèòìà ñî âñ¸ áîëåå ìîùíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè, íî òåì íå ìåíåå
ñîâïàäàþùèìè ñ êëàññîì àëãîðèòìîâ, ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè (ñ êëàññîì FP)
ïðè ðåàëèçàöèè èõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà.

Âòîðîé èç îñíîâíûõ ðàçäåëîâ (ï.3) îòâå÷àåò íà âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì ìîæíî,
âñ¸ áîëåå ðàñøèðÿÿ ïîíÿòèå  íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà, âëîæèòü èõ â êàæ-
äûé èç ïîäêëàññîâ FP, àëãîðèòìû êîòîðîãî èñïîëüçóþò ïðîìåæóòî÷íóþ ïàìÿòü,
äëèíà êîòîðîé îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì k-îé ñòåïåíè. Ðåçóëüòàòû âòîðîãî ðàçäåëà
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå è êàê ïîäòâåðæäåíèå åñòåñòâåííîé ôîðìóëèðîâêè
òåçèñà ×¸ð÷à äëÿ ïîñëåäíåãî èç  êëàññîâ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ôîðìóëè-
ðîâêàõ òåîðåì ýòîãî ðàçäåëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà,
êëàññ FP, ïîëèíîìèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ïàìÿòè, ïîäêëàññû FP-SPACE, íîð-
ìàëüíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà, ïðàâèëà Ïîñòà.

ÓÄÊ 510.52

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîëó÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà ïîëèíîìè-
àëüíûõ âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà øàãîâ ðåêóð-
ñèâíûõ àëãîðèòìîâ ñîïðÿæåíî ñî çíà÷è-
òåëüíûìè ñëîæíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè, â ÷à-
ñòíîñòè, ñ îñîáåííîñòÿìè îñíîâíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé àëãîðèòìîâ, íå ïðåä-
íàçíà÷åííûìè äëÿ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåôàë-5 [7]
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷íîå, ïðåæ-
äå âñåãî ðåêóðñèâíîå, ìàòåìàòè÷åñêîå ïî-
íÿòèå àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèé íàä ñëî-
âàìè è èõ äëèíàìè. Îäíàêî îïèñàíèå ýòî-
ãî ÿçûêà ñëèøêîì äëèííî ñ òî÷êè çðåíèÿ

ìàòåìàòèêè, ïîýòîìó íåêîòîðûå ïîëåç-
íûå äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ñðåäñòâà ìîæíî èñêëþ÷èòü, ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèâ òåì ñàìûì ôîðìóëèðîâ-
êó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà è
ïðåäíàçíà÷èâ åãî äëÿ îïèñàíèÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ïî ÷èñëó øàãîâ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ðåêóðñèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âû-
÷èñëåíèé íàä ñëîâàìè è èõ äëèíàìè.
Ïðåäëàãàåìûå ïîíÿòèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ
íîðìàëüíûå àëãîðèòìû Ìàðêîâà (ñì., íà-
ïðèìåð, [6]) è àëãîðèòìû Ìàðêîâà-Ïîñòà
[5] ñ îãðàíè÷åíèÿìè, îïèñûâàåìûìè çäåñü.

Ïîëèíîìèàëüíûé (ïî âðåìåíè) òåçèñ
×¸ð÷à äëÿ ïðåäëàãàåìûõ â ðàçäåëå 2 ïî-
íÿòèé àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.



Òåçèñ ×¸ð÷à äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ íàä ñëîâàìè è èõ äëèíàìè

5ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ

Êëàññ âñåõ èíòóèòèâíî ïîëèíîìèàëüíî
îãðàíè÷åííûõ ïî ÷èñëó øàãîâ àëãîðèòìîâ
íàä ñëîâàìè è èõ äëèíàìè ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì êàæäîãî èç ïðåäëàãàåìûõ ïîíÿòèé àë-
ãîðèòìà, êîòîðûå âñåãäà çàêàí÷èâàþò
ñâîþ ðàáîòó íå áîëåå ÷åì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ïîä èñïîëüçîâàííîé ïàìÿòüþ àëãîðèò-
ìà ïðè âû÷èñëåíèè åãî àðãóìåíòà ïîíèìà-
åì ìàêñèìàëüíóþ äëèíó çàïèñè ñðåäè ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ ïðîìåæó-
òî÷íî âû÷èñëÿåìûõ ïîñòîÿííûõ (òî åñòü íå
ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûõ) âûðàæåíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ ïà-
ìÿòü àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíà k-îé ñòå-
ïåíè, åñëè äëÿ ëþáûõ èñõîäíûõ äàííûõ
äëèíà âñåõ å¸ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé
ïðè âû÷èñëåíèÿõ (âêëþ÷àÿ àðãóìåíò è ðå-
çóëüòàò) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì k-
îé ñòåïåíè îò äëèíû çàïèñè ýòèõ èñõîä-
íûõ äàííûõ.

Ïîä øàãîì àëãîðèòìà ïîíèìàåì óñïåø-
íîå âûïîëíåíèå ïðàâèëà ýòîãî àëãîðèòìà.

Ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè è êâàçè-
ëèíåéíûé ïî ïàìÿòè òåçèñ ×¸ð÷à äëÿ ñà-
ìîãî ïîñëåäíåãî èç ïðåäëàãàåìûõ ïîíÿ-
òèé àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-
âàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êëàññ âñåõ àëãîðèòìîâ, èíòóèòèâíî îã-
ðàíè÷åííûõ ïîëèíîìèàëüíî ïî ÷èñëó øàãîâ
è êâàçèëèíåéíî ïî äëèíå ïàìÿòè, ñîâïàäà-
åò ñ êëàññîì èñïîëüçóåìûõ â ï. 5) òåîðå-
ìû 7 ïîíÿòèé àëãîðèòìà, âñåãäà ðàáîòà-
þùèõ â ïðåäåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà
øàãîâ è êâàçèëèíåéíîé ïàìÿòè.

Ìîæíî ñðàâíèòü ïðåäëîæåííóþ ôîð-
ìóëèðîâêó òåçèñà ×¸ð÷à ñ èíîé ôîðìóëè-
ðîâêîé åãî äëÿ ðåôàë-5 èç [3, 5] è äëÿ ìà-
øèí Òüþðèíãà èç [9].

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ  ÎÏÈÑÀÍÈß

Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè â âèäå ñòðîêè
ñèìâîëîâ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðàâèë (ïîä-
ñòàíîâîê) íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà Ìàð-
êîâà áóäåì çàêëþ÷àòü â ôèãóðíûå ñêîá-
êè, îòäåëÿÿ ñàìè ïðàâèëà äðóã îò äðóãà
òî÷êîé ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåíåíèå ê ïåðåðàáàòûâàåìîìó
ñëîâó îäíîïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà Ïîñòà ñ
ïåðåìåííûìè äëÿ ñëîâ êî âñåìó ïåðåðà-

áàòûâàåìîìó ñëîâó (à íå ê åãî ÷àñòè, êàê
â íîðìàëüíûõ àëãîðèòìàõ) äåòåðìèíèðó-
åì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Âñå ïåðåìåííûå äëÿ ñëîâ óïîðÿäî÷è-
âàþòñÿ ïî ïåðâûì èõ âõîæäåíèÿì â ïî-
ñûëêó ïðàâèëà.

• Â ýòîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûì äëÿ ñëîâ
â öèêëå ïðèñâàèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ
ñ ïóñòîãî ñëîâà. Ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ñàìîìó âíåøíåìó öèêëó. Ïîñ-
ëåäíÿÿ ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîñëå-
äíåìó ïî âëîæåííîñòè öèêëó.

• Íà êàæäîì øàãå ëþáîãî öèêëà ïîñ-
ëå íåóäà÷íîãî ñðàâíåíèÿ ñ ïåðåðàáàòûâà-
åìûì ñëîâîì äëèíà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé
öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. «Óñïåø-
íîå» ñðàâíåíèå âûçûâàåò çàìåíó ïåðåðà-
áàòûâàåìîãî ñëîâà íà çàêëþ÷åíèå ïðàâè-
ëà Ïîñòà ñ ïîäñòàíîâêîé «óñïåøíûõ» çíà-
÷åíèé âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ âñÿêîé
ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ.

• Â ñëó÷àå, êîãäà äëèíà çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííîé äëÿ ñëîâ áîëüøå äëèíû âñåãî
ïåðåðàáàòûâàåìîãî ñëîâà, å¸ çíà÷åíèå, à
òàêæå çíà÷åíèÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïî óïî-
ðÿäî÷èâàíèþ ïåðåìåííûõ çàìåíÿþòñÿ íà
ïóñòîå ñëîâî. Åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâîé â ïðàâèëå (òî åñòü îíà ñîîò-
âåòñòâóåò ñàìîìó âíåøíåìó öèêëó), òî
ïðàâèëî íå ïðèìåíèìî, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå äëèíà çàïèñè çíà÷åíèÿ (ïðåäûäóùåé
ïî óïîðÿäî÷èâàíèþ) ïåðåìåííîé óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.

Óäîáíî ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàíèå ïå-
ðåìåííûõ äëÿ áóêâ (ñèìâîëîâ), èñïîëüçóÿ
ïðåôèêñ S â çàïèñè èì¸í ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Ïðåôèêñ e ñ èíäåêñîì èñïîëüçóåòñÿ â çà-
ïèñè ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ. Èñïîëüçóåìûå
â ïðàâèëàõ ñëîâà óäîáíî çàêëþ÷àòü â àïî-
ñòðîôû.

Ïóñòü FP � êëàññ àëãîðèòìîâ, âû÷èñ-
ëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà [1, 2] çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

2. ÑÅÐÈß  ÐÀÑØÈÐßÞÙÈÕÑß  ÏÎÍßÒÈÉ
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ  È  ÒÅÎÐÅÌ  ÄËß  ÍÈÕ

Ñ  ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÌÈ  (ÏÎ  ÂÐÅÌÅÍÈ)
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ  ÑÂÅÐÕÓ

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíî-
âîïîëàãàþùèì äëÿ ïåðâûõ äâóõ òåîðåì.
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Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòìîì Ìàðêîâà-
Ïîñòà áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé êàæ-
äîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ íàçîâ¸ì íîðìàëüíûé
àëãîðèòì òîëüêî ñ îäíîïîñûëî÷íûìè ïðàâè-
ëàìè Ïîñòà, åñëè â êàæäîì åãî ïðàâèëå, íå
ÿâëÿþùåìñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì, ÷èñëî âõîæ-
äåíèé êàæäîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ â çàêëþ-
÷åíèå ïðàâèëà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà å¸ âõîæ-
äåíèé â ïîñûëêó ýòîãî ïðàâèëà.

Òåîðåìà 1. Êëàññ FP ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà áåç
óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé êàæäîé ïåðå-
ìåííîé äëÿ ñëîâ è ðàáîòàþùèõ â ïðåäåëàõ
ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ.

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåãêà èçìåí¸íîé
ôîðìóëèðîâêîé ñëåäñòâèÿ 3 èç [5].

Ðàçðåøèì èìåíîâàòü àëãîðèòìû Ìàð-
êîâà-Ïîñòà, ñòàâÿ íå ñîäåðæàùåå ïðîáåë
èìÿ ïåðåä çàïèñüþ òåëà àëãîðèòìà, çàê-
ëþ÷¸ííîãî â ôèãóðíûå ñêîáêè, è çàïèñû-
âàòü èõ ïðèìåíåíèå â âèäå 〈 Èìÿ Àðãó-
ìåíò 〉. Òàêîå ïðèìåíåíèå (âêëþ÷àÿ ðåêóð-
ñèâíîå îáðàùåíèå) ðàçðåøèì èñïîëüçî-
âàòü (â òîì ÷èñëå è âëîæåííî) â ïðàâîé
÷àñòè ïðàâèëà. Â ýòîì ñëó÷àå îòïàäàåò
íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òî÷êè äëÿ
âûäåëåíèÿ êàæäîãî çàêëþ÷èòåëüíîãî
ïðàâèëà, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî íå
çàêëþ÷èòåëüíîãî ïðàâèëà çàìåíåíà ðå-
êóðñèâíûì îáðàùåíèåì ê íåé.

Òàê îïðåäåë¸ííûå àëãîðèòìû íàçîâ¸ì
ðåêóðñèâíûìè àëãîðèòìàìè Ìàðêîâà-Ïîñòà.

Äëÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà (è ïîñ-
ëåäóþùèõ, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ýòîì
ðàçäåëå) ìîæíî ãîâîðèòü î òàêèõ îïðåäå-
ëÿåìûõ àëãîðèòìàõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ FP, è âåðõíÿÿ ãðàíè-
öà äëèíû çàïèñè êàæäîãî ðåçóëüòàòà êî-
òîðûõ íå ïðåâîñõîäèò äëèíû çàïèñè ñîîò-
âåòñòâóþùåãî àðãóìåíòà, ñëîæåííîãî ñ
äëèíîé çàïèñè çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèè (îäíîé è òîé æå äëÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ)
îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà.

Êëàññ âñåõ ôóíêöèé èç FP, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ
(êàê, âïðî÷åì, è ñàì êëàññ FP), çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîäñòàíîâêè.

Ïðè ýòîì ïðè ïîäñ÷¸òå ÷èñëà øàãîâ
êàæäîãî àëãîðèòìà ÷èñëî øàãîâ, âûïîë-

íåííîå ëþáûì âñïîìîãàòåëüíûì àëãî-
ðèòìîì, ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå.

Âû÷èñëåíèå êàæäîãî ïîñòîÿííîãî âû-
ðàæåíèÿ âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñàìîãî ëåâîãî ïîäòåðìà, íà÷èíàþ-
ùåãîñÿ ñ ëåâîé óãëîâîé ñêîáêè è êîí÷àþ-
ùåãîñÿ ïðàâîé óãëîâîé ñêîáêîé, à òàêæå
íå ñîäåðæàùåãî âíóòðè ñåáÿ íè îäíîãî
äðóãîãî âõîæäåíèÿ óãëîâîé ñêîáêè (íè
ëåâîé, íè ïðàâîé).

Òåîðåìà 2. Êëàññ FP ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ àëãîðèòìîâ, íàïèñàííûõ íà ÿçûêå
ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà
áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé êàæäîé
ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ è ðàáîòàþùèõ â ïðå-
äåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåî-
ðåìû èìååò áîëüøóþ äëèíó, èáî, ïî  ñó-
ùåñòâó, òðåáóåò ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè ïîëèíî-
ìèàëüíîé èòåðàöèåé, ÷òî ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ çàäåðæàííûõ
âû÷èñëåíèé À.Ï. Åðøîâà. Äëÿ ýòîãî êàæ-
äûé ðàç âû÷èñëÿåòñÿ ñàìûé ëåâûé àòîìàð-
íûé òåðì, òî åñòü òåðì, àðãóìåíòû êîòî-
ðîãî íå ñîäåðæàò íèêàêèõ ôóíêòîðîâ.

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ñëåä-
ñòâèÿ 5 èç [5].

Óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ìîæåò
áûòü òèïà «ñëîâàðíûé òåðì:ñëîâàðíûé
òåðì» èëè òèïà «〈 Ôóíêòîð Àðãóìåíò 〉:ñ-
ëîâàðíûé òåðì». Çäåñü äâîåòî÷èå ÷èòàåò-
ñÿ êàê «âèäà». Àðãóìåíò ìîæåò ñîäåðæàòü
ïåðåìåííûå  èç ñëîâàðíîãî òåðìà, ïðåä-
øåñòâóþùåãî ýòîìó óñëîâèþ, íî íàõîäÿ-
ùåìóñÿ â òîì æå ïðàâèëå. Ñëîâàðíûé
òåðì ïîñëå äâîåòî÷èÿ (òàê æå êàê è ïîñûë-
êó ïðàâèëà Ïîñòà) óäîáíî íàçûâàòü îá-
ðàçöîì (èëè îáðàçöîì äëÿ ñðàâíåíèÿ).

Äëÿ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêî-
âà-Ïîñòà ñ îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè ðàç-
ðåøèì èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè óñëîâèé ïðèìåíåíèÿ êàæäîãî ïðàâèëà,
êîòîðûå ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòîé. Ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïîñëå
ïîñûëêè ïðàâèëà ñ ïîñëåäóþùåé çàïÿòîé
è çàêàí÷èâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
ñòðåëêîé. Ïðèìåðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èç îáðàçöà ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè ÿâëÿåòñÿ
e1′A′e2, e1:e3′B′e4, e3e4:e2.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèë îòñóòñòâóþò ðåêóðñèâíûå âûçîâû
îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèè.

Òåïåðü îðãàíèçàöèÿ öèêëîâ ïî äëèíå
ñëîâ, ïîäñòàâëÿåìûõ âìåñòî ïåðåìåííûõ â
êà÷åñòâå èõ çíà÷åíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è
íà âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé, êîòîðûå ïðî-
âåðÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñëåâà íàïðàâî.
Ïðè íåóäà÷å âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî
óñëîâèÿ äëèíà çàïèñè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïåðåìåííîé öèêëà óâåëè÷èâàåòñÿ íà
åäèíèöó, åñëè ýòî âîçìîæíî (ñì. íà÷àëî ýòî-
ãî ðàçäåëà). Ïî ñóùåñòâó, òàêîå èñïîëüçî-
âàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñëîâèé ÿâëÿåò-
ñÿ óïðîù¸ííûì è ýôôåêòèâíûì âàðèàíòîì
îòêàòà (áýêòðýêèíãà) ÿçûêà ïðîëîã.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâîïîëàãàþùèì äëÿ òåîðåìû 3.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¸ì ðåêóðñèâíûé àë-
ãîðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ îõðàíÿåìûìè
ïðàâèëàìè ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì Ìàð-
êîâà-Ïîñòà ñ îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè áåç
óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ äëÿ
ñëîâ, åñëè äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ
èç ñàìîãî ëåâîãî îáðàçöà èëè èç îõðàíÿåìî-
ãî óñëîâèÿ, ãäå èìååòñÿ íåíóëåâîå ÷èñëî
âõîæäåíèé ýòîé ïåðåìåííîé, ýòî ÷èñëî íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà å¸ âõîæäåíèé â ýòî ïðà-
âèëî ïîñëå ýòîãî îáðàçöà.

Òåîðåìà 3. Êëàññ FP ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ â ïðå-
äåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ è íà-
ïèñàííûõ íà ÿçûêå  ðåêóðñèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ îõðàíÿåìûìè ïðà-
âèëàìè áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííûõ äëÿ ñëîâ.

Ðàçðåøèì êîíåö êàæäîãî ïðàâèëà (çà-
ìåíû), íà÷èíàÿ ñ îáðàçöà ïîñëåäíåãî îõ-
ðàíÿåìîãî óñëîâèÿ, çàìåíÿòü íà çàïèñü ðå-
êóðñèâíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà
áåç èìåíè. Ðàçðåøèì òàêæå ìíîãîêðàòíîå
è âëîæåííîå ïðèìåíåíèå ýòîãî èçìåíåíèÿ.
Ïîëó÷åííûé êëàññ àëãîðèòìîâ íàçîâ¸ì
êëàññîì ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêî-
âà-Ïîñòà ñ äðåâîâèäíûìè îáðàçöàìè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâîïîëàãàþùèì äëÿ òåîðåì 4 è 5.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¸ì ðåêóðñèâíûé àëãî-
ðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ äðåâîâèäíûìè ïðà-
âèëàìè ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì Ìàðêîâà-

Ïîñòà ñ äðåâîâèäíûìè ïðàâèëàìè áåç óâåëè-
÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ,
åñëè äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ èç ñà-
ìîãî ëåâîãî îáðàçöà èëè èç îõðàíÿåìîãî óñ-
ëîâèÿ (â îáðàçöå èç âåòâè, êîòîðàÿ íà÷èíà-
åòñÿ ñ ïîñûëêè ïðàâèëà Ïîñòà è êîí÷àåòñÿ
åãî çàêëþ÷åíèåì), ãäå èìååòñÿ íåíóëåâîå ÷èñ-
ëî âõîæäåíèé ýòîé ïåðåìåííîé, ýòî ÷èñëî íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà å¸ âõîæäåíèé â ýòó âåòâü
ïðàâèëà ïîñëå ýòîãî îáðàçöà.

Òåîðåìà 4. Êëàññ FP ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ â ïðå-
äåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ è  íà-
ïèñàííûõ íà ÿçûêå ðåêóðñèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ äðåâîâèäíûìè ïðà-
âèëàìè áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé ïå-
ðåìåííûõ äëÿ ñëîâ.

Ðàçðåøèì èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé,
âû÷èñëÿþùèõ äëèíû çàïèñè çíà÷åíèé öå-
ëî÷èñëåííûõ ïîëèíîìîâ îò äëèí ñëîâàð-
íûõ òåðìîâ. Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
äâîè÷íûõ öèôð, íà÷èíàþùåéñÿ ñ åäèíè-
öû. Íîëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ öèôðîé íîëü.
Îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ çíàêîì
ìèíóñ, çà êîòîðûì ñëåäóåò íåïóñòàÿ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ öèôð, íà÷èíà-
þùàÿñÿ ñ åäèíèöû.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâà (â òîì ÷èñëå è
ðàñïîëîæåííûå ìåæäó ÷èñëàìè) çàêëþ÷à-
þòñÿ â àïîñòðîôû, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â
çàïèñè àëãîðèòìà.

Åñëè R � ñëîâî, òî  〈 || R || 〉 � êîìàíäà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî äëèíû, çàïèñàííîé â
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2, õîòÿ
ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü è ñèñòåìó ñ
áóëüøèì îñíîâàíèåì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîëèíîìè-
àëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ îò
äëèí àðãóìåíòîâ îíî çàêëþ÷àåòñÿ â óãëî-
âûå ñêîáêè âèäà 〈 〉.

Ïóñòü èìÿ ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùåå ïðî-
áåëîâ, çàïèñûâàåòñÿ ñ ïðîïèñíîé áóêâû.

Ôóíêöèÿ Number ïåðåâîäèò ñëîâî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ÷èñëó, â ÷èñëî. Íàïðèìåð,
〈Number ′�10′〉  = �10.

Ôóíêöèÿ Symbol ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê
Number. Íàïðèìåð, 〈Symbol 10〉  = ′10′.

Óäîáíî äâîè÷íóþ öèôðó ñ÷èòàòü ñèì-
âîëîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåìåííûõ
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êàê äëÿ ñëîâ, òàê è äëÿ áóêâ (òî åñòü äëÿ
ñèìâîëîâ). Òàêèì îáðàçîì, äëèíà çàïèñè
íåîòðèöàòåëüíîãî äâîè÷íîãî ÷èñëà ñî-
âïàäàåò ñ ñóììàðíûì ÷èñëîì öèôð â í¸ì.

Ñôîðìóëèðîâàííûå ê ýòîìó ìîìåíòó
ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé àëãîðèòìèçà-
öèè ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñòðóêòóðèðîâàííûå ñðåäñòâà ðåêóðñèâíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàä ñëîâàìè è èõ
äëèíàìè (íà îñíîâå àëãîðèòìîâ Ìàðêî-
âà-Ïîñòà è ëèíåéíûõ âûðàæåíèé íàä ïðî-
èçâîëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè). Ýòî ïîçâî-
ëÿåò îïèñûâàòü ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå
àëãîðèòìû íàä ñëîâàìè è èõ äëèíàìè, â
òîì ÷èñëå è äîêàçûâàòü èõ âû÷èñëèìîñòü
íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà â ïðåäåëàõ ïîëè-
íîìèàëüíîãî îòíîñèòåëüíî äëèíû çàïè-
ñè èñõîäíûõ äàííûõ ÷èñëà øàãîâ, ÷òî è
óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Êëàññ FP ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì âñåõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ â ïðå-
äåëàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ è íà-
ïèñàííûõ ðåêóðñèâíûìè àëãîðèòìàìè
Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ äðåâîâèäíûìè ïðàâèëà-
ìè è ñî âñòðîåííûìè ôóíêöèÿìè Number è
Symbol, ôóíêöèÿìè âû÷èñëåíèÿ êàê äëèíû,
òàê è ïîëèíîìèàëüíûõ âûðàæåíèé íàä äëè-
íàìè ñëîâàðíûõ òåðìîâ áåç óâåëè÷åíèÿ ÷èñ-
ëà âõîæäåíèé êàæäîé ïåðåìåííîé äëÿ ñëîâ.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî âñåõ òåîðåì
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííûì, ïî-
ñêîëüêó îíî îñíîâàíî íà ïîëèíîìèàëü-
íîé ðåàëèçàöèè âñåõ èçëîæåííûõ ñðåäñòâ
ìàòåìàòè÷åñêîé àëãîðèòìèçàöèè ïîñðåä-
ñòâîì íîðìàëüíûõ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-
Ïîñòà. Íàêîíåö, ïîñëåäíèå àëãîðèòìû
ïîëèíîìèàëüíî ðåàëèçóþòñÿ íîðìàëüíû-
ìè àëãîðèòìàìè Ìàðêîâà, êîòîðûå, â
ñâîþ î÷åðåäü, ðåàëèçóþòñÿ â ïðåäåëàõ
ïîëèíîìèàëüíîãî ÷èñëà øàãîâ ìàøèíû
Òüþðèíãà.

3.  ÒÅÎÐÅÌÛ  ÄËß  ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÕ
ÂÀÐÈÀÍÒÎÂ  ÏÐÅÄËÀÃÀÅÌÛÕ  ÏÎÍßÒÈÉ

ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ  Â  ÏÐÅÄÅËÀÕ
ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎ  ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ

×ÈÑËÀ  ØÀÃÎÂ È  ÄËÈÍÛ  ÇÀÏÈÑÈ
ÈÑÏÎËÜÇÓÅÌÎÉ  ÏÀÌßÒÈ

Âàæíî ðàçëè÷àòü ôóíêöèþ è ðåàëèçó-
þùèé å¸ àëãîðèòì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïî-

ëó÷åíèÿ îäíîâðåìåííûõ (ñîâìåù¸ííûõ)
îöåíîê ñëîæíîñòè, ýòè ïîíÿòèÿ ðàçëè÷-
íû. Íàïðèìåð ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíàäëå-
æàòü êëàññó FP è êëàññó FLIN-SPACE, òî
åñòü êëàññó FP ∩ FLIN-SPACE, ïðè ýòîì
îäèí èç ðåàëèçóþùèõ å¸ àëãîðèòìîâ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó FP, à äðóãîé � êëàññó
FLIN-SPACE. Çäåñü è äàëåå FLIN-SPACE �
ýòî êëàññ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëÿåìûõ íà
ìàøèíå Òüþðèíãà â ïðåäåëàõ ëèíåéíîé
ïàìÿòè.

Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó
FP || FLIN-SPACE, åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì,
ðåàëèçóþùèé ýòó ôóíêöèþ, êîòîðûé îä-
íîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò êàê êëàññó FP,
òàê è êëàññó FLIN-SPACE.

Îáîçíà÷åíèå || óäîáíî ÷èòàòü êàê «è
îäíîâðåìåííî», èëè êàê «ñîâìåù¸ííûé
ñ», èëè «ñîåäèí¸ííûé ñ». Î÷åâèäíî, ÷òî
FP||FLIN-SPACE ⊆ FP ∩ FLIN-SPACE.

Èíòåðåñåí âîïðîñ î âêëþ÷åíèè ïðè
êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì öåëîì k ñ ïîìî-
ùüþ ââîäèìûõ íèæå àëãîðèòìîâ â êëàñ-
ñû FP||nk-SPACE, òî åñòü êëàññû òåõ àë-
ãîðèòìîâ èç FP, êîòîðûå â ðåêóðñèâíûõ
âûçîâàõ äëÿ çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþò òîëü-
êî ïàìÿòü, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
íåêîòîðîãî ïîëèíîìà k-îé ñòåïåíè îò
äëèíû çàïèñè èñõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ âñÿêîãî k ≥ 1 â êëàññ FP||nk-SPACE
óäà¸òñÿ âëîæèòü íåêîòîðûå êëàññû àëãî-
ðèòìîâ ñî âñ¸ áîëåå ðàçíîîáðàçíûìè ñðåä-
ñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîé àëãîðèòìèçàöèè.

Ïîä àëãîðèòìàìè Ìàðêîâà-Ïîñòà ïî-
ïðåæíåìó ïîíèìàþòñÿ íîðìàëüíûå àëãî-
ðèòìû, â êîòîðûõ êàæäîå ïðàâèëî ïîä-
ñòàíîâêè (â òîì ÷èñëå è çàêëþ÷èòåëüíûå
ïðàâèëà) çàìåíåíû íà îäíîïîñûëî÷íûå
äåòåðìèíèðîâàííûå ïðàâèëà Ïîñòà.

Â ýòîì ðàçäåëå óäà¸òñÿ îãðàíè÷åíèå íà
îòñóòñòâèå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ çàìåíèòü íà îòñóò-
ñòâèå âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ñëîâ â
ïðàâîé ÷àñòè ïðàâèëà Ïîñòà, êîòîðûå îò-
ñóòñòâóþò â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ïðàâèëà.

Ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì öåëîì k
â ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìàõ Ìàðêîâà-Ïî-
ñòà áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé
(ñòåïåíè áîëüøåé k ïðè k ≥ 1) ïîëèíîìè-
àëüíîé ïàìÿòè  â çàïèñè îäíîïîñûëî÷íûõ
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äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðàâèë Ïîñòà êàæ-
äîå çàêëþ÷åíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòü âû-
ðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå êàê íå áîëåå îäíîãî
âõîæäåíèÿ âûçîâà (ðåêóðñèâíîãî) îïðåäå-
ëÿåìîé ôóíêöèè, òàê è ëþáîå ÷èñëî âûçî-
âîâ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé òîëüêî èç
FP||LIN-SPACE. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóí-
êöèé â ýòîì ðàçäåëå îòñóòñòâóþò.

Íàïîìíèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ
ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà
ìîæíî îáîéòèñü áåç òî÷êè, îòìå÷àþùåé
çàêëþ÷èòåëüíûå ïðàâèëà (òàê êàê îíè íå
ñîäåðæàò ðåêóðñèâíîãî âûçîâà, à îñòàëü-
íûå ïðàâèëà äîëæíû åãî ñîäåðæàòü).

Ïðè êàæäîì k ≥ 1 èìååò ìåñòî âêëþ-
÷åíèå FP||nk-SPACE ⊂≠ FP||nk+1-SPACE.
Ïåðåìíîæåíèå k + 1 ïîëèíîìîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ïðèìåðîì ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé
êëàññó FP||nk+1-SPACE, íî íå ïðèíàäëå-
æàùåé êëàññó FP||nk-SPACE.

Âî âñåõ îïðåäåëÿåìûõ â ñòàòüå ïîíÿòè-
ÿõ ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ
òðàäèöèîííûé äëÿ ìàòåìàòèêè è äëÿ ÿçû-
êà ðåôàë ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ òåðìîâ, ñî-
äåðæàùèõ èìåíà èñïîëüçóåìûõ àëãîðèò-
ìîâ: íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî òåðìà, àðãó-
ìåíò êîòîðîãî íå ñîäåðæèò íèêàêèõ èì¸í
àëãîðèòìîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä àòîìàðíûì òåð-
ìîì ïîíèìàåì òåðì, íà÷èíàþùèéñÿ ñðà-
çó ïîñëå ëåâîé óãëîâîé ñêîáêè ñ åäèí-
ñòâåííîãî âõîæäåíèÿ èìåíè ôóíêöèè,
âõîäÿùåãî â íåãî.

Ïîä äëèíîé çàïèñè ïîñòîÿííîãî òåð-
ìà ïîíèìàåì ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ñèì-
âîëîâ â åãî çàïèñè.

Ïóñòü äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ
âû÷èñëåíèé ïîëèíîìèàëüíîãî öåëî÷èñ-
ëåííîãî âûðàæåíèÿ îò äëèí çàïèñè àðãó-
ìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñëîâàìè, îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ìàêñèìóì äëèí âñåõ åãî åñòå-
ñòâåííûõ èçìåíåíèé, êàæäûé ðàç íà÷èíàÿ
ñ ñàìûõ ëåâûõ ñðåäè ñàìûõ âíóòðåííèõ
ñêîáîê (åñëè îíè åñòü), à âíóòðè íèõ ñ ñà-
ìûõ ëåâûõ ñðåäè ñàìûõ ïðèîðèòåòíûõ
îïåðàöèé â òðàäèöèîííîì ïîðÿäêå ýòèõ
ïðèîðèòåòîâ: âîçâåäåíèå â êîíñòàíòíóþ
ñòåïåíü, óìíîæåíèå è, íàêîíåö, àääèòèâ-
íûå îïåðàöèè îäèíàêîâîãî ïðèîðèòåòà
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå.

Äëèíà çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ-
ëåíèé ôóíêöèé Number è Symbol ðàâíà
äëèíå çàïèñè èõ àðãóìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîä äëèíîé çàïèñè ïðîìå-
æóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåìîé ôóí-
êöèè ïîíèìàåì ìàêñèìóì ñðåäè äëèíû çà-
ïèñè àðãóìåíòà, äëèíû çàïèñè ðåçóëüòàòà
è äëèí çàïèñåé âñåõ ïîñòîÿííûõ òåðìîâ
(òî÷íåå, ïðàâûõ ÷àñòåé ïðàâèë ýòîé îïðå-
äåëÿåìîé ôóíêöèè, â êîòîðûå âìåñòî ïå-
ðåìåííûõ ïîäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ), èçìåíÿåìûõ â ïðîöåññå âû÷èñëå-
íèÿ ïóò¸ì ïîñëåäîâàòåëüíîé çàìåíû â íèõ
(ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðàâèëàì) êàæäûé
ðàç ñàìîãî ëåâîãî âõîæäåíèÿ àòîìàðíîãî
òåðìà. Åñëè ýòî àòîìàðíûé òåðì, íà÷è-
íàþùèéñÿ ñ èìåíè âñïîìîãàòåëüíîé (à íå
îïðåäåëÿåìîé) ôóíêöèè, òî ê àðãóìåíòàì
ìàêñèìóìà äîáàâëÿåòñÿ è äëèíà çàïèñè ïðî-
ìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ýòîãî àòîìàðíî-
ãî òåðìà, ñëîæåííàÿ ñ äëèíîé çàïèñè îñ-
òàâøåéñÿ (íåèçìåíÿåìîé â ýòîò ìîìåíò)
÷àñòè âñåãî ïîñòîÿííîãî òåðìà.

Ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî â çàïèñè óñ-
ëîâèé ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë îòñóòñòâóþò ðå-
êóðñèâíûå âûçîâû îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 6. Ïðè âñÿêîì ïîëîæèòåëüíîì
öåëîì k èìååò ìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âêëþ÷åíèé ñëåäóþùèõ êëàññîâ àëãîðèòìîâ:

1) êëàññ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà,
âû÷èñëèìûõ íå áîëåå ÷åì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå ñòåïåíè k ÷èñëî øàãîâ è îäíîâðåìåííî
â ïðåäåëàõ äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ
âû÷èñëåíèé, íå ïðåâîñõîäÿùåé íåêîòîðîãî
ïîëèíîìà k-îé ñòåïåíè îò äëèíû çàïèñè
àðãóìåíòà;

2) êëàññ òàêèõ æå, íî ðåêóðñèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ âñïîìîãàòåëüíûå
ôóíêöèè òîëüêî èç FP||n-SPACE ñ òåìè æå
îãðàíè÷åíèÿìè è, êðîìå òîãî, äîïóñêàþùèõ
âû÷èñëåíèå ïîëèíîìîâ íàä äëèíàìè ñëîâ;

3) êëàññ òàêèõ æå àëãîðèòìîâ ñ òåìè
æå îãðàíè÷åíèÿìè, íî, âîçìîæíî, åù¸ è ñ
îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè;

4) êëàññ òàêèõ æå àëãîðèòìîâ ñ òåìè
æå îãðàíè÷åíèÿìè, íî, âîçìîæíî, åù¸ è ñ
äðåâîâèäíûìè ïðàâèëàìè;

5) êëàññ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà,
âû÷èñëèìûõ íå áîëåå ÷åì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå ÷èñëî øàãîâ è îäíîâðåìåííî â ïðåäåëàõ
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äëèíû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé,
íå ïðåâîñõîäÿùåé íåêîòîðîãî ïîëèíîìà
ñòåïåíè k îò äëèíû çàïèñè àðãóìåíòà è
èñïîëüçóþùèõ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè
òîëüêî èç FP||n-SPACE è ñ äðåâîâèäíî-îõ-
ðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè;

6) FP||nk-SPACE.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 îñíîâàíî
íà ìîäåëèðîâàíèè âû÷èñëåíèÿ êàæäûì
àëãîðèòìîì èç  5) ïîñðåäñòâîì ìàøèíû
Òüþðèíãà è èç 4) ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà
Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ âñïîìîãàòåëüíûìè ôóí-
êöèÿìè èç FP||n-SPACE è ñ äðåâîâèäíî-
îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè.

Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ è äëèíà çàïèñè
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ïî ñïîñîáó
ìîäåëèðîâàíèÿ è óñëîâèþ òåîðåìû îêàçû-
âàþòñÿ ñ òðåáóåìûìè âåðõíèìè îöåíêàìè.

Ñðåäè êëàññîâ FP||nk-SPACE (ïðè ðàç-
ëè÷íûõ k) îñîáåííî âàæíûì äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé îêàçûâàåòñÿ êëàññ
FP||n-SPACE, ÷àñòî íàçûâàåìûé
FP||LIN-SPACE.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïðèâåñòè
ïðèìåð ïðåäèêàòà, ïðèíàäëåæàùåãî êëàñ-
ñó FP||n2-SPACE. Ýòî ñóùåñòâåííî óñèëè-
âàåò îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4].

Ïóñòü Z2 � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷è-
ñåë, çàïèñàííûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ, ¬  è ∨  � ïîðàçðÿäíûå îòðèöàíèå
è äèçúþíêöèÿ, || x || îáîçíà÷àåò äëèíó çà-
ïèñè ÷èñëà x.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäèêàò ïðîâåðêè îòðè-
öàòåëüíîñòè ïîñòîÿííîãî òåðìà â ñèãíà-
òóðå 〈Z2; +, �, ., ¬ , ∨ , λx||x||, λx||x||2, ...,
λx(õ .||x||2), λx(õ .||x||3), ...〉 ïðèíàäëåæèò
êëàññó FP||n2-SPACE.

Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü àë-
ãîðèòì Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ îõðàíÿåìûìè
ïðàâèëàìè, êîòîðûé çà ëèíåéíîå ÷èñëî
øàãîâ è ñ êâàäðàòè÷íîé ïàìÿòüþ  âû÷èñ-
ëÿåò ïðåäèêàò èç ôîðìóëèðîâêè ñëåä-
ñòâèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå ôóíêöèè
λx.x2 ïðåâðàùàåò ïðåäèêàò èç ñëåäñòâèÿ
â NP-òðóäíûé [4]. Â òî æå âðåìÿ ïîñëå äî-
áàâëåíèÿ íîâîé ôóíêöèè îáúåì ôóíêöèé,
çàäàâàåìûõ òåðìàìè ñ ïåðåìåííûìè, íå
óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêæå êëàññû
FP||n logc(n)-SPACE, îáúåäèíåíèå êîòî-
ðûõ ïî âñåì öåëûì c óäîáíî îáîçíà÷àòü
ïîñðåäñòâîì FP||QLIN-SPACE, òî åñòü
êëàññ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíå
Òüþðèíãà, ñîâåðøàþùåé íå áîëåå ÷åì ïî-
ëèíîìèàëüíîå ÷èñëî øàãîâ è èñïîëüçóþ-
ùåé êâàçèëèíåéíóþ ïàìÿòü.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âñå âñïîìîãàòåëüíûå
ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó FP||QLIN-
SPACE. Òîãäà èìååò ìåñòî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âêëþ÷åíèé ñëåäóþùèõ êëàññîâ
àëãîðèòìîâ:

1) êëàññ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà,
âû÷èñëèìûõ íå áîëåå ÷åì çà êâàçèëèíåéíîå
÷èñëî øàãîâ è îäíîâðåìåííî â ïðåäåëàõ äëè-
íû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé, íå
ïðåâîñõîäÿùåé c1n logc(n) ïðè íåêîòîðûõ c1
è c, ãäå n � äëèíà çàïèñè àðãóìåíòà;

2) êëàññ òàêèõ æå, íî ðåêóðñèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ òîëüêî âñïîìîãà-
òåëüíûå ôóíêöèè èç FP||QLIN-SPACE, ñ
òåìè æå îãðàíè÷åíèÿìè è, êðîìå òîãî,
äîïóñêàþùèõ âû÷èñëåíèå ïîëèíîìîâ íàä
äëèíàìè ñëîâ;

3) êëàññ òàêèõ æå àëãîðèòìîâ ñ òåìè
æå îãðàíè÷åíèÿìè, íî, âîçìîæíî, åù¸ è ñ
îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè;

4) êëàññ òàêèõ æå àëãîðèòìîâ ñ òåìè
æå îãðàíè÷åíèÿìè, íî, âîçìîæíî, åù¸ è ñ
äðåâîâèäíûìè ïðàâèëàìè;

5) êëàññ àëãîðèòìîâ Ìàðêîâà-Ïîñòà,
âû÷èñëèìûõ íå áîëåå ÷åì çà ïîëèíîìèàëüíîå
÷èñëî øàãîâ è îäíîâðåìåííî â ïðåäåëàõ äëè-
íû çàïèñè ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé, íå
ïðåâîñõîäÿùåé c1n logc(n) ïðè íåêîòîðûõ c1
è c (ãäå n � äëèíà çàïèñè àðãóìåíòà) è èñ-
ïîëüçóþùèõ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè
òîëüêî èç FP||QLIN-SPACE è ñ äðåâîâèä-
íî-îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè;

6) FP||QLIN-SPACE.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 îñíîâàíî
íà ìîäåëèðîâàíèè âû÷èñëåíèÿ êàæäûì
àëãîðèòìîì èç 5) ïîñðåäñòâîì ìàøèíû
Òüþðèíãà è èç 4) ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà
Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ âñïîìîãàòåëüíûìè ôóí-
êöèÿìè èç FP||QLIN-SPACE è ñ äðåâîâèä-
íî-îõðàíÿåìûìè ïðàâèëàìè.

Ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ è äëèíà çàïèñè
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé ïî ñïîñîáó
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ìîäåëèðîâàíèÿ è óñëîâèþ òåîðåìû îêà-
çûâàþòñÿ ñ òðåáóåìûìè âåðõíèìè îöåí-
êàìè.

Òåîðåìà 7 âàæíà äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé. Â ðàìêàõ êëàññà FP||QLIN-
SPACE ìîæíî âû÷èñëèòü ìíîãèå ýëåìåí-
òàðíûå ôóíêöèè [8] íàä âåùåñòâåííûè ÷èñ-
ëàìè, ïðèáëèæåíèÿ ê êîòîðûì ìîæíî áû-
ñòðî âû÷èñëÿòü íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñëîæíî àäåêâàòíî
îöåíèòü ñòåïåíü ïîëèíîìà, îãðàíè÷èâà-

Abstract

This paper contains two main sections. The first one (section 2) answers the question:
«How to extend the notion of Markov algorithm by inclusion of a polnomial function of
a word length and to conserve computation inside polynomial number of steps?». A
sequence of mathematical notions of algorithm with more and more powerfull
computational tools is presented. It is proved that every of them coinsides with the class
of polynomial in time algorithms (class FP).

The second one (section 3) answers the question: «How to extend the notion of Markov
algorithm in order to include it into  subclass of  FP containing only algorithms using
intermediate memory with the length not more than a polynomial of  k-th degree?». The
results of this section may be also regarded as a confirmation of the natural formulation of
Church thesis for the last two classes of algoritmms used in the formulations of the theorems
of this section.

Keywords: polynomial time algorithms, class FP, polynomial space algorithms,
subclasses of  FP-SPACE, Markov algorithm, Post rules.
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þùåãî ñâåðõó ÷èñëî øàãîâ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà Ìàðêîâà-Ïîñòà ñ äîïîëíèòåëüíû-
ìè àëãîðèòìè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè, îêàçû-
âàþòñÿ ïîëåçíûìè âêëþ÷åíèÿ â êàæäîé èç
â òåîðåì 6 è 7 êëàññà èç ï. 5 â êëàññ èç ï. 6.

Êðîìå òîãî, äëÿ êëàññà èç ï. 5 òåîðåìû
6 (è òåîðåìû 7) ñïðàâåäëèâ ñîâìåñòíûé òå-
çèñ ×¸ð÷à, ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè è
îãðàíè÷åííûé ïî ïàìÿòè ïîëèíîìîì ñòå-
ïåíè k (ñîîòâåòñòâåííî, êâàçèëèíåéíîé ïà-
ìÿòüþ).


